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Programa desta aula

@ Revisio
@ Estimacio
© Efeitos parciais
o Efeito parcial na média
o Efeito parcial médio
@ Calculo dos erros-padrio
@ Testes de hipéteses
o Testes de restricdes de exclusdo simples ou mdltiplas
@ Testes de hip6teses ndo lineares
@ Interpretacio dos resultados
@ Qualidade das previsdes
e R? de McFadden
@ Probit vs. Logit vs. MPL
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Revisdo

Revisio

@ Recordemos que pretendemos estimar:
Ply=11X)=G(XB)=p(x)
onde se assume que G (-) € [0, 1]

@ See | X~ N(0,1) entdo,
G(z)=d(z2)= /(b(z)dz

e Se ¢ | X ~ Logistic (0,1) entdo,

G(z)z/\(z):li"zx(:gz)

e Como y € {0,1}, sabemos que, em geral, Y | X ~ Ber (G (X))
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Estimacédo

Estimacdo
@ A estimacdo de modelos ndo lineares pode ser feita por duas
vias:
@ Minimos quadrados n3o lineares (NLS)
© Maxima Verosimilhanca (ML)

@ Do método NLS iremos obter:
— Estimadores consistentes e /N assimptoticamente Normais
— Inferéncia robusta a heterocedasticidade com forma funcional
genérica

@ Do método ML iremos obter:
— Estimadores consistentes e /N assimptoticamente Normais
— Variancia assimptética que atinge o limite inferior de Fréchet-
Cramer-Rao = estimador assimptoticamente mais eficiente

— No entanto, estes resultados sdo validos apenas no caso em
que a densidade de Y | X esteja bem especificada
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Estimacédo

Estimacg3o (cont.)

e Como estamos a assumir que a densidade de Y | X estd bem
especificada, iremos optar pelo estimador assimptoticamente
mais eficiente: o estimador ML

— Assim sendo, em primeiro lugar, sera necessario definir a den-
sidade de Y | X (em termos genéricos):

f (i | xi:8) =[G (iB) [L - G (xiB)]"
— Em seguida, iremos obter a funcdo log-verosimilhanca para o
individuo /:
ti (B) = yilog [G (xiB)] + (1 — yi) log [1 — G (xiB3)]

— Note-se que a funcdo log-verosimilhanca para uma amostra
i.i.d. de dimens3o N é imediatamente obtida por via do soma-
tério da funcdo log-verosimilhanca individual
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Estimacédo

FuncGes Score e Hessiana

@ Se derivarmos uma vez a func¢do log-verosimilhanca individual
iremos obter a funcdo score para o individuo i:

si (B) = Vsli (B) =

_JgB)x ] o (] g(xiB)x;

7 [ G (xiB) } (=) [1 = G(x,ﬂ)]

_ gxiB)xi{yill — G (xiB)] — (1 — yi) G (xiB)}
G (xiB)[1 - G (xiB)]

B g (xiB)x; Cl(x
S GwB- e Pl

onde g (-) é a primeira derivada da funcdo G (+)
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FungGes Score e Hessiana (cont.)

@ Derivando 22 vez, iremos obter a hessiana para o individuo i
H; (8) = V3 (8) =
_ g (xiB)x; x [—g (xiB) xi] _Co(x Vsg (xiB) xixi G (xiB) [1 — G (xiB)]
R 5 | T ) G ( (6 ()11 — G (xB)I}
_ g(xiB)xi{g (xiB)xi[1 - G (x:B)] - g (xiB) /G (x,ﬂ)}> _
{GiB) L - G (B}’

_ B X
G (Xiﬁ) [1 -G (Xi/@)]

+

Vg (xiB)xxi g (xiB)I° xjxi[1 - 26G (x,ﬂ)]>

+ [)/: -G (XIIB)] (G (X,’,@) [1 -G (X,,@)] {G (Xiﬁ) [1 -G (Xiﬁ)]}z
onde Vzg (-) é a segunda derivada da funcdo G (-)




Estimacédo

FungGes Score e Hessiana (cont.)

Se aos resultados obtidos anteriormente aplicarmos o valor
esperado condicionado verificamos que:

 ER) X = o AP E [ X) S =0
() | X =~ BRI [ (v %) - 6 )] T ()

=0
Ou seja,

@ A propriedade do valor esperado condicionado da funcio Score
verifica-se, para uma qualquer fungdo G (-)
@ A variancia assimptética do estimador ML,
— N -1
Avar (5) - {ZE[H,-(ﬁ) | x,-]}
i=1
se a densidade de Y | X estiver bem especificada
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Resumindo...

Probit Logit
M) | By Gl o) | )
Els(8) | X 0 0
ETH; (8) | Xi] ’¢(>E?ﬁi())(flﬁ ﬂQC;(?():([@)] —A (xiB) Xjxi
v (5) {é R Ao }_1 (S}

NOTA: A(:)=A()[1—A()]




Efeito parcial na média
Efeitos parciais Efeito parcial médio
Calculo dos erros-padrao

Efeitos parciais

@ Recordemos da aula anterior que os efeitos parciais obtidos
por via destes modelos n3o lineares so dados por:
OP(Y=1|X) 0Jp(x)
0x; dx; Bj x g (XB)
@ No entanto a funcdo g (X3) depende dos valores que cada
elemento da matriz X pode assumir

@ A solucio passa por calcular dois tipos de efeitos parciais:
@ Efeito parcial na média (PEA)
@ Efeito parcial médio (APE)
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Efeito parcial na média
Efeitos parciais Efeito parcial médio
Calculo dos erros-padrao

Efeito parcial na média

@ Neste contexto, vamos calcular a fun¢do g (X/3) para valores
“representativos’ de cada elemento da matriz X:

@ Meédias
© Maximos e Minimos

@ Desta forma podemos:

© Analisar os efeitos parciais no individuo “médio”

@ Proceder a uma anélise de sensibilidade dos efeitos parciais
para valores extremos de x;, j =1,2,..., K
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Efeito parcial na média
Efeitos parciais Efeito parcial médio
Calculo dos erros-padrao

Efeitos parciais na média (cont.)

@ Se x; é varidvel continua:

__ oP(Y=1|X=X) . .
PEA; = ( axj| ):5JXg(x,3)

@ Se x; & variavel discreta:

PEAj = G [fo+ fixa + Boxo + ..+ Baxja + B (g +1)] -
-G (BO + 3171 + ,32?2 +...+ 31;17];1 + BJQ)

@ Quando x; é variavel binaria, podemos utilizar o PEA; ante-
rior, fixando ¢; = 0
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Efeito parcial na média
Efeitos parciais Efeito parcial médio
Calculo dos erros-padrao

Efeito parcial médio

e Uma alternativa passa por calcular a média da fun¢do g (X3):
APEj = 5 x E [g (XB)]

@ Se x; é variavel continua, um estimador consistente sera:
_ 1
APE; = 5 | 15 > g (xB)
i=1
@ Se x; & variavel discreta, um estimador consistente sera:
N
— 1 ~ ~ A~ N ~
APEj = & > {G [50 + Bixin + Paxio + ... + Bj—1xij-1 + B (¢ + 1)} -
i=1

-G (Bo + /3’1Xi1 + B2Xi2 +...+ ijlxi,jfl + BJCJ)}

e Quando x; & variavel binaria, fixamos ¢; = 0 no APE; anterior
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Efeito parcial na média
Efeitos parciais Efeito parcial médio
Calculo dos erros-padrao

Célculo dos erros-padrio

@ A maioria dos softwares econométricos permite-nos realizar
inferéncia sobre para as estimativas dos PEAs e dos APEs,
através do calculo dos erros-padrio

o Estes erros-padrdo sio habitualmente calculados numerica-
mente através de duas metodologias:

— Meétodo Delta
— Bootstrap
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Testes de restricdes de exclusdo simples ou miiltiplas

5 Testes de hipéteses ndo lineares
Testes de hipéteses PO 20

Testes de hipdteses

@ Tal como acontece no caso dos modelos lineares, estamos in-
teressados em realizar testes de hipdteses sobre os pardmetros
do modelo estimado

@ Iremos dar enfoque a dois tipos de testes:
© Testes de restricbes de exclusdo simples ou maltiplas
@ Testes de hipdteses ndo lineares sobre os parametros (3
o As estatisticas de teste que seguidamente se irdo apresentar

sdo assimptoticamente equivalentes, porém algumas delas po-
derdo ser computacionalmente dificeis de obter
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Testes de restricdes de exclusio simples ou miiltiplas

5 Testes de hipéteses ndo lineares
Testes de hipéteses PO 20

Testes de restricdes de exclusdo simples ou multiplas

@ Considere-se o seguinte modelo:
P(Y=1|X,Z)=G(XB+Zv)

onde Z é matriz N x @ e ~ é vector de dimensdo @ x 1

@ Pretendemos testar a hipé6tese:
Ho Y = 0

o Existem trés estatisticas de teste em opcdo:
@ Estatistica de Wald
@ Raécio de verosimilhancas (ou teste LR)
© Teste de Score (ou teste LM)
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Testes de restricdes de exclusio simples ou miiltiplas

5 Testes de hipéteses ndo lineares
Testes de hipéteses PO 20

Testes de restricdes de exclusdo simples ou maltiplas (cont.)

@ ESTATISTICA DE WALD:
~ / ~ ! -1 ~ d o
W = (RY — r) (RVR) (Ry — 1) % xlg
onde V é a matriz de varidncia assimptética do modelo com
G (XB+ Zv)
@ RACIO DE VEROSIMILHANCAS:
LR =2(Lu — £) % Xig)
onde .Z,, é a funcio log-verosimilhanca para o modelo com

G (XB + Z~) e £, € a funcdo log-verosimilhanca para o mo-
delo com G (X3)
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Testes de restricdes de exclusio simples ou miiltiplas

5 Testes de hipéteses ndo lineares
Testes de hipéteses PO 20

Testes de restricdes de exclusdo simples ou maltiplas (cont.)

© TESTE DE SCORE:
_ 2d 2

onde R? & o R? nio centrado da regressdo auxiliar, estimada
por OLS, de:

U &i
sobre e Z;

G(1-6) \/ \/G (1-¢)

com {; = y; — G( B) G (,@)

~ ~ /2
= Note-se que se pondera por [G,- (1 — G,-)} pois, sob Hy,
Var (ui | X,Z) = G (x;B3)[1 — G (x;8)]
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Testes de restricdes de exclusdo simples ou miiltiplas

5 Testes de hipéteses nio lineares
Testes de hipéteses P

Testes de hipéteses ndo lineares

@ Relativamente aos testes de hip6teses n3o lineares, apesar de
podermos considerar novamente as estatisticas anteriores,
existem problemas computacionais relativamente ao seu cal-
culo

@ Em concreto, impor-se restricdes ndo lineares na estimacio
dos modelos Probit e Logit eleva substancialmente o nivel de
complexidade computacional de maximizacdo da funcio de
verosimilhanca, com implicacGes directas no calculo das esta-
tisticas de teste LM e LR

@ Resta-nos, portanto, a estatistica de Wald. No entanto, esta
estatistica ndo é invariante a reparameterizacdes (ao contrario
das estatisticas de teste LM e LR), traduzindo-se em fracas
propriedades de amostras finitas
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Testes de restricdes de exclusdo simples ou miiltiplas

5 Testes de hipéteses nio lineares
Testes de hipéteses P

Testes de hipéteses n3o lineares (cont.)

@ Ainda assim, iremos optar por calcular a estatistica de Wald,
uma vez que os resultados assimptéticos permanecem validos

@ Tendo por base o modelo com G (X/3), vamos considerar que
pretendemos testar uma restricdo n3o linear genérica, i.e.,

Ho : c(8) =0

onde ¢ (3) € vector de dimensdo K; x 1, com K; < K
@ Neste caso, a estatistica de Wald é dada por:
-1
AN/ A A AN/ A d
w—c(p) (vﬁc (3) V v (B) ) ¢ (B) %\

onde Vic (B) é o jacobiano do vector ¢ (3) avaliado em 3
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Qualidade das previsdes

R? de McFadden

Probit vs. Logit vs. MPL
Interpretacdo dos resultados

Qualidade do ajustamento

@ Um outro aspecto importante da nossa analise sera avaliar o
potencial do modelo estimado

@ Para tal, temos duas medidas da qualidade do ajustamento:

© Qualidade das previsdes
@ R? de McFadden (ou pseudo-R?)

o Note-se, porém, que n3o devemos esperar valores convincentes
destas medidas
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Qualidade das previsdes

R? de McFadden

Probit vs. Logit vs. MPL
Interpretacdo dos resultados

Qualidade das previsdes

@ Sabe-se que:

@ Vamos entdo definir:

No = # (v), nimero de “insucessos” na amostra

Ny = # (y1), namero de “sucessos’ na amostra
— Noo = # (J%), namero de “insucessos’ bem previstos

— Ni1 = # (§1), nidmero de “sucessos” bem previstos
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Qualidade das previsdes

R? de McFadden

Probit vs. Logit vs. MPL
Interpretacdo dos resultados

Qualidade das previsGes (cont.)

@ Uma medida da qualidade das previsdes envolve a relacio en-
tre a proporcio dos “sucessos’ e dos “insucessos’ bem previs-
tos:

Noo N1t

= — e = —
do Ny a1 N,

@ Se alguma das proporcBes acima apresentar um valor demasi-
ado baixo, poderemos ajustar o threshold das probabilidades
estimadas de 0.5 para y, uma vez que este € um estimador
consistente para a probabilidade de sucesso ndo condicionada

@ A proporcdo total de previsdes correctas é dada por:

_ Noo + Nz~ No +N
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Qualidade das previsdes
R? de McFadden
Probit vs. Logit vs. MPL

Interpretacdo dos resultados

R? de McFadden

e O R? de McFadden é dado por

gur

£

onde .Z,, é a funcio log-verosimilhanca para o modelo es-

timado e % é a funcdo log-verosimilhanca para o modelo
apenas com a constante

2 _
RPseudo =1-
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Qualidade das previsdes
R? de McFadden
Probit vs. Logit vs. MPL

Interpretacdo dos resultados

Probit vs. Logit vs. MPL

@ A escolha entre o Probit e o Logit &, em geral, dificil

@ Uma vez que ambos tém implicita uma funcio de distribuicdo,
a decisdo recai sobre a caracterizacdo dos valores extremos
dos nossos dados

@ Nos casos em que exista uma grande densidade de valores
extremos, deveremos optar pelo Logit, uma vez que a distri-
buicdo Logistica estandardizada tem caudas mais pesadas
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Qualidade das previsdes
R? de McFadden
Probit vs. Logit vs. MPL

Interpretacdo dos resultados

Probit vs. Logit vs. MPL (cont.)

@ No entanto, é possivel comparar as magnitudes das estimati-
vas entre os trés modelos através de factores de escala:

~ MPL - g(0)=1
1

— Probit - g(0) = — ~ 0.4
V2m
B . _ exp(0) ~exp(0) ] _
Logit — g (0) = 1T exp (0) X [1 Trep(0)] 0.25

e EXEMPLO: dividir as estimativas Logit por 0.4/0.25 = 1.6
para torna-las comparaveis com as estimativas Probit
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